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Notations

Population Y = w1, ..., ux,...,uy de taille N

Echantillon s € U , de taille (fixe) n

Variable d'intérét Y, qui prend la valeur y, pour 'individu k.
On s'intéresse a |'estimation de totaux ou de moyennes. Les
estimateurs sont notés : T(Y), Y

Valeurs calculées a partir de |'échantillon notées en

) _ 1 1
minuscules : Y = Nz Vi, Y = ;Z Yk
keud kes
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Notations

o Espérance d’'un estimateur E() = 3 p(s)®(s)

Biais d'un estimateur ® : B(&D) = E(s<i>) -0
Var(®) = 5 p() - [E(8) - 8(9)]

o o(®) = 1/ Var(®), écart-type

2
>

o CV(d) =

, coefficient de variation

n
oM ‘&

EQM(®) =

A 2 A )
p(s) - [d) — (D(S)] = Var(®) + B(®)
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Plan de sondage sans remise - définition

On note S I'ensemble des parties de U.
Le plan de sondage p est une loi de probabilité sur S tel que :

VseS, p(s) >0

> p(s)=1

seS
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Plan de sondage sans remise - exemple

Soit U = {1,2,3}. On a alors :
S ={{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}

On peut définir un plan de sondage p par :

PN =0 p({12)=5 p({1,2,3})=0
P2 =0 p({13)) =5

P31 =0 p({2.3)) = ¢
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Probabilités d'inclusion 7, et 7y

En pratique, p est peu utile. On utilise plutét les probabilités
d'inclusion de premier et de second degré : pour k € U,

=Pk €s)=P=1)=>_ p(s)

sSk

m =P(k,1 €5) =P(6x6; =1) = > p(s)
sok,l

(ou Ok est l'indicatrice d’appartenance de k a S, appelée aussi
variable de Cornfield)
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Probabilités d'inclusion 7, et 7 - Exemple

On reprend I'exemple de la slide 9 :

]
176
= 2
73
ga= L
272
S
1,2 = 5
a1
1,3 = 3
mrae L
2,3—6
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Probabilités d'inclusion 7 et 7y - Propriétés

On note Ay = myy — T,y

E(6x) = Tk E(0k61) = w

Var(dx) = mc(1 — mx)  Cov(dkd) = Ay
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Probabilités d'inclusion 7 et 7y - Propriétés

Pour un plan a taille fixe n, on a :

Zﬂ’k/ =mk(n—1)
et
I#k
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Définition

L’estimateur d'Horvitz-Thompson (ou m-estimateur) est défini :

pour un total : 7A'y7T = Z S
Tk

kes
.2 1 Yk
pour une moyenne : y; = — —
N g
S

. e . 1
C'est donc un estimateur pondéré utilisant les poids wy, = —
Tk
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Estimation sans biais

Théoreme

SiVk € U, > 0, alors I'estimateur d’Horvitz-Thompson est sans
biais pour le total et la moyenne.
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Estimation sans biais

Démonstration.
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Variance de I'estimateur de Horvitz-Thompson

La variance de I'estimateur de Horvitz-Thompson s'écrit :

Var[Tyr] =Y > —;k: Ay
keu ey KT
(OL‘I 3 Ak/ = T — TkTT| )
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Variance de I'estimateur de Horvitz-Thompson

Démonstration.

Var(ty.) = Var(z &61()
Tk

keU
_Zyk Var(@) + 3 D T2 Cov(dk, d)
keu Tk keUleUl;ﬁk
Zy"wk 1—7rk)—|—Z Z yky’(ﬂk/—ﬂkm)
keu Tk kEUIEUl#k
I
Kicu kT
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Variance pour un plan de taille fixe

Si le plan de sondage est de taille fixe (formule de Yates-Grundy) :

Var(ty.) = Z Z )2 A

keU €U Ik
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Variance de I'estimateur de Horvitz-Thompson

Démonstration.

Découle de la formule de Horwitz-Thompson quand le plan de sondage est de
taille fixe. Pour démontrer la formule, il vaut mieux procéder a rebours :

—*Z > (yk %)ZAM

keU I€U, Ik

= Z Z IV (i) — )

kEU lev, I#k

I > ><>

keUIeU, I#k k

= Z Z (71'k71'/ — ) — Z

kEU/EUl#k keUleU,l#k

NP YEET TN Zml—ﬂ)

TkT|
keU leU,l#k keU leU,l#k
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Variance de I'estimateur de Horvitz-Thompson

Démonstration.

1 Y M H . p—
Or, d'apres le cours 1, on a dans le cas taille fixe : 37, ., T = n et
> icu ik Tk = mk(n — 1), cela donne :

_72 > (yk %)2Ak1

keU IeU,i#k
yE m(n—1
=S 2 -m = O S50 S - )
keu b KEU IEU, Ik !
:Zykﬂ’k 1—7Tk Z Z ykyl(ﬂ'kﬂ'/—ﬂ‘k/)
keu keU 10, ik
- Yk I Ay
Kicu Tk

Et on retombe bien sur la formule d'Horvitz-Thompson.
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Estimation de variance

Les quantités précédentes sont les vraies variances. On peut
utiliser les estimateurs suivants, qui sont sans biais dés lors que
Vk, |, my >0

VAar(fy,r) = Z Z2 1 — ) Z Z YA (k) — Tht)

T
Kkes |k kes les itk KTk

Pour un plan de taille fixe :

V/z\lr(f _ _72 Z Yk YI)27Tk7TI—7TkI

™
kes les, ik ki
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Construction d'un intervalle de confiance

On fait I'hypothese : &(s) ~ (&, Var(®))

L'intervalle de confiance a 95% est défini par :
ICog0 = [c% —20($); b + 20(6)]

L'intervalle de confiance estimé est défini par :

1Cos0p = {cﬁ —26(d); b + 25(&)}
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Définition

Sondage aléatoire simple sans remise (SAS) de taille n : plan de
sondage sans remise de taille fixe n tel que tous les échantillons de
taille n ont la méme probabilité d'étre tirés. Cette probabilité vaut :

si|s|=n
sinon.

On note le taux de sondage : f = %

28 /52
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Probabilités d’inclusion

f

n(n—1)
N(N —1)

VkEU,ﬂ'k:P(kES):%

Vk;éleu,wk’,:P(k/\les)
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Estimateur d'Horvitz-Thompson

L'estimateur d'Horvitz-Thompson pour le total et la moyenne
s'écrit :

Tk n
kes kes
S 1 1
Y=23 “y=y
N kak y
kes
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Poids de sondage

Les poids pour I'estimation par Horvitz-Thompson sont :

Wk:_:
Tk

LN
n

N
On peut dire que I'individu k “représente” wy = — individus de la
n

population U.

Attention, wy n'est pas un effectif (en particulier, wy n'est pas
forcément entier !)
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Précision

Théoreme

En utilisant la formule de Yates-Grundy, la vraie variance des
estimateurs d'Horvitz-Thompson s'écrit :

Var(y) = (1 — 7‘)572

. S?
Var(T(Y)) = N(1 - f)=—
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Précision

N 1 ~
Var[Y] = m\/ar [T(Y)]

g E ¥ (E-2)a

KEU IEU, I£k
X 3 (B sl AN
— 5p2 2 _
2N keu/eu/# n n NZ(N —1)
N—n 5
= ST k-
nN 2N(N _1)k€Z/II€MI;£k
N—n
= S2
nN
52
=(1-f)—
n
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Estimation de la précision

Théoreme

La variance empirique (ou dispersion) dans I'échantillon

1
2 —\2 o oo
s = —— — est un estimateur sans biais de
3 kEE vk = ¥)
S

1 oA\ 2
Szzmz (Yk—Y)
kel
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Estimation de la précision

Démonstration.

B =€ |2 (w97

k€s

el Py ST k=)

k€s les,l#k

= Z D (v — y)’E(50))
keuleu I#k
n—1
T o X kP =
keuleu I#k
= DD w—w)?
2N(N -1 kEU IEU, IF#k
=52
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Estimation de la précision

On peut estimer sans biais la variance de I'estimateur
d'Horvitz-Thompson par :

Var(7) = (1 - )
2

Var(T(Y)) = N3(1 - f)%

36 /52



Notations

Plan de sondage
Estimation

Qualité - Précision
Divers plans de sondage

Rappels de théorie des sondages

Paragraphe 2

plans de sondage

37/52



Rappels de théorie des sondages

Divers plans de sondage

Notations

Plan de sondage
Estimation

Qualité - Précision
Divers plans de sondage

Plan de son- | Information | Difficulté Précision Colit
dage auxiliaire du ti- terrain
rage et
estimation
Sondage non * + $$%
aléatoire
simple
Sondage oui * % +++ $$%
stratifié,
allocation pro-
portionnelle
Sondage stra- | oui * % %k +4+++ $$%
tifié, allocation
optimale
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Plan de son- | Information | Difficulté Précision Coliit
dage auxiliaire du ti- terrain
rage et
estimation
Sondage a plu- | oui * % * - $$
sieurs  degrés
quelconque
Sondage en | oui - - $
grappes
Sondage a | oui Si Y est| $%%
probabilités propor-
inégales tionnel
a X
++++
sinon : —
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Sondage par | non * * NC $
quotas ou
unités-types
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Redressements

On suppose que I'on dispose de J variables auxiliaires :
Xi,...,Xj, ..., Xy, qui sont mesurées pour tout individu de
I'échantillon, et dont on connaft les totaux sur la population :
T(X)) =) Xk

keu

. . . IS Xik

17 . _ \J

L'échantillon fournit des estimateurs des X; : T(Xj)r = Z =,

™
kes k
qui n'ont aucune raison de coincider avec les T(X;) connus, et

auront en général une variance non nulle.
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Redressements

Deux objectifs :

@ Prendre en compte I'information auxiliaire pour essayer de
rendre |'estimation des totaux des variables d'intérét plus
précise

@ Faire en sorte que les estimations des totaux des variables
auxiliaires soient exactes (cohérence des données publiées)

44 /52



Notations et objectifs
Redressements Plan de la formation

Remarque

Ici, I'information auxiliaire est utilisée non pas au stade du tirage
de I'échantillon, mais a celui de I'estimation, c'est-a-dire une fois
que I'échantillon est tiré et que I'enquéte est réalisée.

Ceci est parfois rendu nécessaire parce que les variables auxiliaires

ne sont pas connues au niveau individuel dans la base de sondage,
mais seulement au moment de la collecte des données.
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Définition

Définition (Estimateur linéaire homogene (pondéré))

Soit Ty, un estimateur du total T(Y) utilisant les valeurs de
I'échantillon s. On dit que Ty, est linéaire homogeéne (ou
“pondéré”) s'il s’écrit sous la forme :

Tvi=>" wi(S)y«

kes

En particulier, wi(S) ne doit pas dépendre de Y.
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Intérét : travailler avec une colonne de poids

ident | Sexe | Département | Salaire | Poids
1 f 13 1200 | 470

2 h 75 1500 150

3 f 59 3000 1250
19999 | h 18 1500 | 500
20000 | f 69 2100 | 815
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Définition

Définition (Estimateur calé)

Soit Ty un estimateur du total T(Y) utilisant les valeurs de
I"échantillon s, et soit X une variable auxiliaire connue sur s et dont
le total T(X) (surUd ) est également connu. Ty, est dit calé si :

Txe = T(X)

C'est-a-dire que Txc estime parfaitement T(X) (variance nulle).
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Déroulement de la formation

o Partie théo”q U€ (avec un peu de pratique)

e Part|e prath U€ (avec un peu de théorie)
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Partie théorique

Logique de la partie théorique : Avant d'aboutir au calage sur
marges, présenter différents estimateurs “historiques”
(redressements pour des variables auxiliaires quantitatives, puis
qualitatives) pour lesquels on essayera de déterminer s'ils
possedent des propriétés intéressantes :

@ Estimateurs linéaires homogenes
o Estimateurs calés

@ En termes de biais
°

En termes d'augmentation de la précision
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Partie pratique

@ Deux exercices avec données simples, pour comprendre
I'estimation par redressement

@ Deux exercices sur données réelles

52/52



	Rappels de théorie des sondages
	Notations
	Plan de sondage
	Estimation
	Qualité - Précision
	Divers plans de sondage

	Redressements
	Notations et objectifs
	Plan de la formation


