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Principe du sondage

Objectif Construire un estimateur ®(Y') d'une variable Y a partir
d’'un échantillon s de taille n tiré dans une population U/ de taille N.

Plan de sondage On définit un plan de sondage p comme une loi
de probabilité sur I'ensemble des échantillons possibles S.

Exemple : & = {1,2,3}. On définit le plan de sondage p; par :

p1({1}) = p1({2}) = p1({3}) = 0
p1({1,2}) =0,5 pi({1,3}) =0,2 p1({2,3}) =0,2
p1({1,2,3})=0,1

Remarque p; n'est pas un plan de sondage de taille fixe.



Probabilités d’inclusion

Le plan de sondage permet de déterminer des probabilités
d'inclusion pour chaque unité de la population.

Probabilité d’inclusion simple 7, = > 5 dxp(s)
Probabilité d’inclusion double 7, ; = > s 0x0;p(s)
avec d(s) =1(k € s)

Enfin, on note Ay = myy — miy.
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L'estimateur plugin

Stratégie destimation nateur d'H z-Thompson

L'estimation “plugin”

Pour I'estimation du total et de la moyenne d'une variable Y,
I'estimateur plugin s'écrit :

—i\_( Y)plugin = Z Yk

kes
~ 1
Yplugin = ; E Yk
kes



L'estimateur plugin

Stratégie destimation nateur d'H z-Thompson

L'estimation “plugin”

En général, I'estimation plugin est biaisée :

~

E(®piugin) = Z p(s) - &)(5)
£

E(®) est la valeur moyenne de ¢ obtenue avec le plan de sondage
considéré sur tous les échantillons possibles.



L'estimateur plugin

L'estimateur d'Horvitz-Thompson
L'estimateur de

Recherche d'un e ateur optimal

Stratégie d'estimation

Exemple d'estimation plug-in

Un exemple : étude du temps quotidien passé sur Internet :

Pere 15 minutes
Mere 30 minutes
Enfant 1 215 minutes
Enfant 2 240 minutes

Vraie moyenne : 125 minutes.
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Stratégie d'estimation

L'estimateur plugin

L'estimateur d'Horvitz-Thompson

teur de H
Recherche d'un estin

eur optimal

Exemple d'estimation plug-in

On interroge les deux parents, et un des enfants au hasard.

Pere Dans I'échantillon | Poids = 1 | 15 minutes
Mere Dans I'échantillon | Poids = 1 | 30 minutes
Enfant 1 | Dans I'échantillon | Poids = 2 | 215 minutes
Enfant 2 / / ? minutes

Estimateur plug-in :

15 + 30 + 215 / 3 =~ 87 minutes
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Stratégie d'estimation

L'estimateur plugin

L'estimateur d'Horvitz-Thompson

teur de H
Recherche d'un estin

eur optimal

Exemple d'estimation plug-in

On interroge les deux parents, et un des enfants au hasard.

Pere Dans I'échantillon | Poids = 1 | 15 minutes
Mere Dans I'échantillon | Poids = 1 | 30 minutes
Enfant 1 | Dans I'échantillon | Poids = 2 | 215 minutes
Enfant 2 / / ? minutes

Estimateur plug-in :

15 + 30 + 215 / 3 =~ 87 minutes

Estimateur pondéré : 15 + 30 + 2*215 / 4 = 118,75 minutes
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Stratégie d'estimation

Exemple d'estimation plug-in

L'estimateur plugin

L'estimateur d'Horvitz-Thompson

teur de H
Recherche d'un estin

eur optimal

On interroge les deux parents, et un des enfants au hasard.

Pere Dans I'échantillon | Poids = 1 | 15 minutes
Mere Dans I'échantillon | Poids = 1 | 30 minutes
Enfant 1 / / ? minutes
Enfant 2 | Dans I'échantillon | Poids = 2 | 240 minutes

Estimateur plug-in

: 15 + 30 + 240 / 3 = 95 minutes
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L'estimateur plugin

L'estimateur d'Horvitz-Thompson
' teur de H

Recherche d'un estimateur optimal

Stratégie d'estimation

Exemple d'estimation plug-in

On interroge les deux parents, et un des enfants au hasard.

Pere Dans I'échantillon | Poids = 1 | 15 minutes
Mere Dans I'échantillon | Poids = 1 | 30 minutes
Enfant 1 / / ? minutes
Enfant 2 | Dans I'échantillon | Poids = 2 | 240 minutes

Estimateur plug-in : 15 4+ 30 + 240 / 3 = 95 minutes
Estimateur pondéré : 15 + 30 + 2*240 / 4 = 131,25 minutes
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L’estimateur plugin
L’estimateur d'Horvitz-Thompson
L'estimateur d

Stratégie d'estimation

Partie 2

L'estimateur d'Horvitz-Thompson
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L’estimateur plugin

L'estimateur d'Horvitz-Thompson
L'estimateur de ok

Recherche d'un estimateur optimal

Stratégie d'estimation

Définition

L’estimateur d'Horvitz-Thompson (ou m-estimateur) est défini :

pour un total : 7A'y7T = Z S

kes
.2 1 Yk
pour une moyenne : yp = — —
N g
S

. fe g . 1
C'est donc un estimateur pondéré utilisant les poids wy, = —
Tk
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L’estimateur plugin

L'estimateur d'Horvitz-Thompson
'estimateur de

Recherche d'un e ateur optimal

Stratégie d'estimation

Estimation sans biais

Théoreme

SiVk e U, > 0, alors I'estimateur d’Horvitz-Thompson est sans
biais pour le total et la moyenne.

La condition signifie que toutes les unités de la population ont une
chance non nulle d'étre dans I'échantillon.
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L’estimateur plugin

L'estimateur d'Horvitz-Thompson
L'estimateur de Hajek

Recherche d'un estimateur optimal

Stratégie d'estimation

Estimation sans biais

Démonstration.

E[Ty] =E |3 2 T

kes
—-F Z }/k5k
keld
_ Z YkE[5k]
keu Tk
= Z Yk
kel
=T(y)
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L’estimateur plugin

L'estimateur d'Horvitz-Thompson
L'estimateur d

Recherche d'un e ateur optimal

Stratégie d'estimation

Rappel : Variance / Précision

Var(®) = 37 p(s) - [E() - b(s)]

S

C'est une mesure de la dispersion des valeurs ®(s) autour de leur
moyenne.
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L’estimateur plugin

L' ateur d'Horvitz-Thompson
L'estimateur de Hajel

Recherche d'un estimateur optimal

Stratégie d'estimation

Variance de I'estimateur de Horvitz-Thompson

La variance de I'estimateur de Horvitz-Thompson s'écrit :

Var[Tyr] =Y > —;k: Ay
keu ey KT
(OL‘I 3 Ak/ = Tk — 7Tk71'/)
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L’estimateur plugin

L'estimateur d'Horvitz-Thompson
L'estimateur de Hajek

Recherche d'un estimateur optimal

Stratégie d'estimation

Variance de I'estimateur de Horvitz-Thompson

Démonstration.

Var(tyr) Var(z —5k
kEU

= Z kVar(ék) + Z Z Tl 1 Cov (0x, &1)

keU keUleU l;ék

:Z—ﬂ'k (].—ﬂ'k +Z Z &ﬂ T('k/—ﬂ'kﬂ'/)

Tk T
keU keU I€U, Ik
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L’estimateur plugin

L'estimateur d'Horvitz-Thompson
L'estimateur de Héjek

Recherche d'un estimateur optimal

Stratégie d'estimation

Variance pour un plan de taille fixe

Si le plan de sondage est de taille fixe (formule de Yates-Grundy) :

Var(tyr) = Z Z )2 A

keU U1k
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L’estimateur plugin

L'estimateur d'Horvitz-Thompson
L'estimateur de Hajek

Recherche d'un estimateur optimal

Stratégie d'estimation

Variance de I'estimateur de Horvitz-Thompson

Démonstration.

Découle de la formule de Horwitz-Thompson quand le plan de sondage est de
taille fixe. Pour démontrer la formule, il vaut mieux procéder a rebours :

—*Z > (yk %)QAM

keU I€U, Ik

== Z Z IV (mpem) — )

kEU lev, /#k

IS > ><>

keUIeU, l#k k

:Z Z 2(7rk7rl_77kl)_z

keU IeU,I#k keUleU,l#k

SR YEEE Ty Zwl—ﬂ)

TkT|
keU leU,l#k keU leU,l#k
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L’estimateur plugin

ateur d'Horvitz-Thompson
L'estimateur de Hajek
Recherche d'un estimateur optimal

Stratégie d'estimation

Variance de I'estimateur de Horvitz-Thompson

Démonstration.

1 Y M H . p—
Or, d'apres le cours 1, on a dans le cas taille fixe : 37, ., T = n et
> icu ik Tk = mk(n — 1), cela donne :

_72 > (yk %)2Ak1

keU I U, 17k
yE m(n—1
=S L= M) T S - )
keu ™ b KEU IEU, Ik !
:Zykﬂ’k 1—7Tk Z Z ykyl(ﬂ‘kﬂ'/—ﬂ‘k/)
keu kevicu, ik "
- Yk I A
Kicu Tk

Et on retombe bien sur la formule d'Horvitz-Thompson.
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Stratégie d'estimation
L'estimateur de H

Recherche d'un estimateur optimal

Estimation de variance

Les quantités précédentes sont les vraies variances. On peut
utiliser les estimateurs suivants, qui sont sans biais dées lors que

Vk, I,y >0:

kes les,l#k

I %7 kY1
Var(tyﬂ)zzi(l—’/‘rk Z Z y/};rk/ 7Tk7T/—7Tk/)
kes Tk

Pour un plan de taille fixe :

2
~ ~ TET| — T
Var(d,,) = Z 3 ( _I/> et

kes les,l#k
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e s . timateur plugin
Stratégie d'estimation . eur plugl

Remarque

Remarque : si le plan de sondage ne vérifie pas :
Vk;ﬁ / Gu,ﬂ'k/—ﬂ'kﬂ'/ >0

(condition de Sen-Yates-Grundy), ces estimateurs de variance
peuvent prendre des valeurs négatives.
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L’estimateur plugin
L'estimateur d'Horvitz-Thompson
S ek
estimateur optimal

Stratégie d'estimation

Construction d'un intervalle de confiance

On fait I'hypothese : &(s) ~ (&, Var(®))

L'intervalle de confiance a 95% est défini par :
ICog0 = [c% —20($); b + 20(6)]

L'intervalle de confiance estimé est défini par :

1Cos0p = {cﬁ —26(d); b + 25(&)}
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Stratégie d'estimation

Construction d'un intervalle de confiance

Pour I'estimateur de variance de |'estimateur d'Horvitz-Thompson
pour un plan a taille fixe, cela revient a calculer :

La borne inférieure de I'intervalle de confiance

SSIC

kes k€s les,l#k

et la borne supérieure de I'intervalle de confiance

X (2-2) (o)

kes st les,l#k
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Stratégie d'estimation

L'estimateur d'Horvitz-Thompson
L'estimateur de Hajek
Recherche d'un estimateur optimal

Partie 3

L'estimateur de Hajek
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e s . L’estimateur plugin

Stratégie destimation L' nateur d'Horvitz-Thompson
L’estimateur de Héjek
Recherche d'un estimateur optimal

Définition

L'estimateur de Horvitz-Thompson de la moyenne nécessite la
connaissance de N, la taille de la population. Si on ne la connait
pas, on peut utiliser dans ce cas I'estimateur de Hajek :

3 %

Tk

a  kes
V=1
>
kes k
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imateur plugin
nateur d'Horvitz-Thompson
L’estimateur de Héjek
Recherche d'un estimateur optimal

Stratégie d'estimation

Propriété

L'estimateur de Hajek est biaisé, mais en général, le biais est
négligeable.
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L’estimateur plugin

L'estimateur d vitz-Thompson
L’estimateur de

Recherche d'un estimateur optimal

Stratégie d'estimation

Estimateur de Hajek du total

L'estimateur de Héjek peut étre utilisé pour estimer un total :

%

Tk

. mais cela impose de connaitre N.

30/89



L’estimateur plugin

L'estimateur d'Horvitz-Thompson
L'estimateur de H

Recherche d'un estimateur optimal

Stratégie d'estimation

Partie 4

Recherche d'un estimateur optimal
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L’estimateur plugin

L'estimateur d vitz-Thompson
L'estimateur de ek

Recherche d'un estimateur optimal

Stratégie d'estimation

Estimateur de Horvitz-Thompson

L'estimateur de Horvitz-Thompson constitue le fondement de
I'estimation par sondage (méme si d'autres estimateurs peuvent
étre utilisés, la logique de construction découle souvent de celle de
Horvitz-Thompson, voir cours suivants)
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imateur plugin
nateur d'Horvitz-Thompson
L'estimateur de
Recherche d'un estimateur optimal

Stratégie d'estimation

Estimateur de Horvitz-Thompson

L'estimateur de Horvitz-Thompson n'est pas le seul estimateur
sans biais.

33/89



L’estimateur plugin

L'estimateur d vitz-Thompson
L'estimateur de ek

Recherche d'un estimateur optimal

Stratégie d'estimation

Recherche d'optimalité

Existe-t-il un estimateur optimal en sondages ?

Question centrale pour les théoriciens des sondages dans les années
1950 a 1970 : Godambe, Hanurav, Basu, etc.

Difficile a répondre car cela dépend de la population, de la taille
d'échantillon, des concepts mesurés. ..

34/89
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un tirage

Sondage aléatoire simple

Chapitre 2

Sondage aléatoire simple
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Définitions

Sondage aléatoire simple

Partie 1

Définitions
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Définitions

Sondage aléatoire simple s .
b P Réaliser un tirage

Définition

Sondage aléatoire simple sans remise (SAS) de taille n : plan de
sondage sans remise de taille fixe n tel que tous les échantillons de
taille n ont la méme probabilité d'étre tirés. Cette probabilité vaut :

p(s) = /%/) si|s|=n

=0 sinon.

On note le taux de sondage : f = %
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Définitions

Sondage aléatoire simple T .
b P Réaliser un tirage

Un petit rappel

Combien vaut (’,\7/) ? On rappelle que cette notation, n parmi N,
signifie "le nombre de facons de choisir n éléments parmi N", noté
aussi Cp. On a ainsi :

ounl=1x2x3x...xn.
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Définitions

Sondage aléatoire simple ; .
S P Réaliser un tirage

Probabilités d’inclusion

VkelU,mx =P(k € s) =

Vk;«éleu,wk,,:]P’(k/\I€s):
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Sondage aléatoire simple .
S P r un tirage

Notations

On note, dans la population :

Total : T(Y) =) Y&

kel
- 1
Moyenne : Y = NZ Yk
kel
. - . . 1 \/ 2
V d : 2 = — Y - Y
ariance empirique (dispersion) : S N _ 12 (Vi )

kel
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VU Définitions
Sondage aléatoire simple DR .
Réaliser un tirage

Notations

On note, dans I’échantillon s :

Total : ny = Z Yk
kes

1
Moyenne : y = ;Z Yk
kes

1
Variance empirique (dispersion) : 52 = ] E (yk — )7)2
n —
kes
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Définitions
Réaliser un tirage

Sondage aléatoire simple

Partie 2

Réaliser un tirage
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Définitions

Sondage aléatoire simple e a
S P Réaliser un tirage

Tirage aléatoire simple

Comment procéder en pratique pour tirer un échantillon? Il y a
plusieurs possibilités.
o En R, par exemple, on peut utiliser la fonction sample qui
réalise un sondage aléatoire simple.

@ Sinon, le moyen le plus simple consiste a trier la population
complétement au hasard, et choisir les n premiers individus.
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Définitions

Sondage aléatoire simple iR q
S P Réaliser un tirage

Tirage aléatoire simple

Comment trier aléatoirement une population?

>

N~ =IO MmO N
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Définitions

Sondage aléatoire simple e a
S P Réaliser un tirage

Tirage aléatoire simple

On génere pour chaque individu une variable aléatoire uniforme,
entre 0 et 1.

0.123
0.245
0.654
0.987
0.015
0.975
0.126
0.745
0.811
0.626
0.413

Xl —|IZ|oO|mm O 0w >
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Définitions

Sondage aléatoire simple e a
S P Réaliser un tirage

Tirage aléatoire simple

On trie la population sur cette variable, et on prend les n =4
premiers (par exemple)

0.015 | Sélection
0.123 | Sélection
0.126 | Sélection
0.245 | Sélection
0.413
0.626
0.654
0.745
0.811
0.975
0.987

Ol m—|I|O|—| Xl ol >m
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Estimation d'un total
Estimation d'une proportion
Echantillonnage dans le temps

Estimation dans un SAS Estimation sur un domaine
Estimation d'un ratio

Chapitre 3

Estimation dans un SAS
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Estimation d'un total
Estimation d'une proportion
Echantillonnage dans le temps

Estimation dans un SAS Estimation sur un domaine
Estimation d'un ratio

Partie 1

Estimation d'un total
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Estimation d'un total
Estimation d'une proportion
Echantillonnage dans le temps
Estimation dans un SAS Estimation sur un domaine
Estimation d'un ratio

Estimateur d'Horvitz-Thompson

L'estimateur d'Horvitz-Thompson pour le total et la moyenne
s'écrit :

TV =Y Zp= 0> =1y

kes kes
a 1 1
Y = — e =V
2 =Y
kes
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Estimation d'un total
Estimation d'une proportion
Echantillonnage dans le temps
Estimation dans un SAS Estimation sur un domaine
Estimation d'un ratio

Poids de sondage

Les poids pour I'estimation par Horvitz-Thompson sont :

Wk:—:

1 N
Tk n

N
On peut dire que I'individu k “représente” wy = — individus de la
n

population U.

Attention, wy n'est pas un effectif (en particulier, wy n'est pas
forcément entier !)
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Estimation d'un total
Estimation d'une proportion
Echantillonnage dans le temps
Estimation dans un SAS Estimation sur un domaine
Estimation d'un ratio

Précision

Théoreme

En utilisant la formule de Yates-Grundy, la vraie variance des
estimateurs d'Horvitz-Thompson s'écrit :

Var(y) = (1 — 7‘)572

. 2
Var(T(Y)) = N?(1 — f)7
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Estimation d'un total
Estimation d'une proportion
Echantillonnage dans le temps
Estimation dans un SAS Estimation sur un domaine
Estimation d'un ratio

Précision

N 1 ~
Var[Y] = m\/ar [T(Y)]

g E ¥ (E-2)a

keU IeU, 1k
_ Z Z <}’kN_}//N)2 n(N — n)
— 5p2 2 _
2N keu/eu1¢k n n NZ(N —1)
N —n 2
= ST k-
nN  2N(N _1)k€Z/II€MI;£k
N—n
= s?
nN
52
=1-f)—
n
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Estimation d'un total
Estimation d'une proportion
Echantillonnage dans le temps
Estimation dans un SAS Estimation sur un domaine
Estimation d'un ratio

Estimation de la précision

Théoreme

La variance empirique (ou dispersion) dans I'échantillon

1
2 —\2 o oo
s = —— — est un estimateur sans biais de
3 kEE vk = ¥)
S

1 A2
Szzmz (Yk— Y)
kel
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Estimation d'un total
Estimation d'une proportion
Echantillonnage dans le temps
Estimation dans un SAS Estimation sur un domaine
Estimation d'un ratio

Estimation de la précision

Démonstration.

Bl =E | -3 (%~ )

kEs
= DD w—w)
2n(n —1) KEs IEs, I£k

= ST (ke — v)PE(5kd))

2”(" = 1) {eir, Ik

n(n—1)

= vk —yi)2——

2"(" = k%z;t/euX/:;zk N(N —1)
A T T G

) it T

=52
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Estimation d'un total
Estimation d'une proportion
Echantillonnage dans le temps
Estimation dans un SAS Estimation sur un domaine
Estimation d'un ratio

Estimation de la précision

On peut estimer sans biais la variance de |'estimateur
d'Horvitz-Thompson par :

Var(7) = (1- )%
2

Var(T(Y)) = N3(1 - f)%
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Estimation d'un total
Estimation d'une proportion
Echantillonnage dans le temps

Estimation dans un SAS Estimation sur un domaine
Estimation d'un ratio

Partie 2

Estimation d'une proportion
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Estimation d'un total
Estimation d'une proportion
Echantillonnage dans le temps
Estimation dans un SAS Estimation sur un domaine
Estimation d'un ratio

Estimation d'une proportion

On cherche a estimer P la proportion d'individus portant une
caractéristique dans la population /.

p, la proportion dans s d'individus portant la caractéristique, est
un estimateur sans biais de P.
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Estimation d'un total
Estimation d'une proportion
Echantillonnage dans le temps
Estimation dans un SAS Estimation sur un domaine
Estimation d'un ratio

Variance

Sa vraie variance vaut :

Var(p) = (1 - )

On I'estime par :
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Estimation d'un total
Estimation d'une proportion
Echantillonnage dans le temps
Estimation dans un SAS Estimation sur un domaine
Estimation d'un ratio

Précision

Demi-longueur de I'intervalle de confiance :

L:2\/(1—f)p(nl__1p)

Coefficient de variation estimé :

R Var
CV(p) = p(P)

= /1=

1 1-—p
n—1 p
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Estimation d'un total
Estimation d'une proportion
Echantillonnage dans le temps
Estimation dans un SAS Estimation sur un domaine
Estimation d'un ratio

Taille pour une précision absolue donnée

On fixe L (“précision absolue”). Si f ~ 0, on a :

_4p(1—p)
AT

C'est souvent le cas lorsque qu'on s'intéresse a une grande
population.
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Estimation d'un total
Estimation d'une proportion
Echantillonnage dans le temps
Estimation dans un SAS Estimation sur un domaine
Estimation d'un ratio

Taille pour une précision absolue donnée

Cas général (f pas forcément petit) : on note z le quantile d’ordre
Q
1-— > de la loi N(0,1) :

14+ ng

no
14 2
+N

2’p(1 — p)

avec : ng = 12

Souvent z = 2, quantile a 95% de la normale centrée réduite.
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Estimation d'un total
Estimation d'une proportion
Echantillonnage dans le temps
Estimation dans un SAS Estimation sur un domaine
Estimation d'un ratio

Taille pour une précision relative donnée

La précision relative § est définie par le rapport de la
demi-longueur de I'intervalle de confiance a I'estimation :

2

p

o

On peut se ramener au coefficient de variation simplement :

5= 2CV(p) = \/(1 - f)p(ln__pl)
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Estimation d'un total
Estimation d'une proportion
Echantillonnage dans le temps
Estimation dans un SAS Estimation sur un domaine
Estimation d'un ratio

Taille pour une précision relative donnée

De maniére équivalente a la précision absolue L, on peut fixer le
coefficient de variation CV/(p). Dans ce cas, et si f ~ 0 :

n~L1TP
p(CV(p))?
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Taille pour une précision relative donnée

Taille de I'échantillon pour une précision relative de 5% selon la
valeur de la proportion recherchée :

0,05 0,10 0,20 0,30 0,40 0,50

1% | 760000 | 360000 | 160000 | 93333 | 60000 | 40000
2 % | 190000 | 90000 | 40000 | 23333 | 15000 | 10000
3% | 84444 | 40000 | 17778 | 10370 | 6667 | 4444
4% | 47500 | 22500 | 10000 | 5833 | 3750 | 2500
5% | 30400 | 14400 6400 3733 | 2400 | 1600
10 % | 7600 3600 1600 933 600 400
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Exemple

Exemple d'application : la législation sur la méthode des quotas, en
France.

@ http://www.commission-des-sondages.fr/oblig/
instituts.htm

@ http://www.ipsos.fr/faq

65 /89


http://www.commission-des-sondages.fr/oblig/instituts.htm
http://www.commission-des-sondages.fr/oblig/instituts.htm
http://www.ipsos.fr/faq

Estimation d'un total
Estimation d'une proportion

Echantillonnage dans le temps
Estimation dans un SAS Estimation sur un domaine
Estimation d'un ratio

Partie 3
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Probleme

On veut estimer I'évolution de la ‘moyenne d’une variable Y entre
deux dateslet2: AY =Y, — Y,
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Méthode 1

Méthode 1 : On tire deux échantillons indépendants aux dates 1
et 2, selon un sondage aléatoire simple.

Onaalors: AY = Y2 — y1 un estimateur sans biais de AY, de
variance :

Var(AAY) = Var(y1) + Var(yz)
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Méthode 2 : panel

Méthode 2 : On utilise un panel, c’est-a-dire que I'on tire un
échantillon en date 1, et on le réinterroge a la date 2. On a alors :
AY = y» — yq un estimateur sans biais de AY, de variance :

Var(AAY) = Var(y1) + Var(y2) — 2Cov(y1, y2)

\ o s
ot : Cov(y1,y2) = (1— f)%
1 _ -
et : Spp = N1 1% (Yie = Y1) (Yok — Y2)
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Méthode 2 : panel

Dans les bons cas, on a : S;» > 0, d'ou :

Var(AAY) < Var(y1) + Var(y2)
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Exemple : enquéte emploi a I'INSEE

Année | Trimestre Sous-échantillons
T1 6 5 4 3 2 1—
T2 —7 |6 5 4 3 2

2016 T3 8 7 6 5 4 3
T4 9 8 7 6 5 4
T1 10 9 8 7 6 5
T2 11 10 9 8 7 6

2017 T3 12 11 10 9 8 7
T4 13 12 11 10 9 8
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Partie 4

Estimation sur un domaine
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Notations

nq

ng
Pd = —

dd

Estimation d'un ratio

= sous-population d'intérét
= taille de Uy (connue ou inconnue)
= taille relative de Uy

=1-Py
=sNUy
= taille de sy

= taille relative de sy
=1-—pd
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Estimation de la taille d'un domaine

On définit sur U la variable Z indicatrice d'appartenance au
domaine :

Zr=1si kely

Z, = 0 sinon
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Estimation de la taille d'un domaine

Alors :

s =
n_ 1Pd9d
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Estimation de la taille d'un domaine

" n : ..
Ng=N-pg=N- "9 est un estimateur sans biais de Ny
n

Py = pg est un estimateur sans biais de Py
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Estimation de la taille d'un domaine

Démonstration.

Toutes ces quantités s'écrivent sous la forme d'un total (via Z) et
correspondent a |'estimateur d'Horvitz-Thompson, qui est sans
biais. ]
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Estimation de la taille d'un domaine

On a aussi :

N PyQyq
N—-1 n

Var(Py) = Var(pa) = (1 — Ox—1

Var(Ngq) = N3(1 — f)—

N P3Qq

—1 n

Var(Ny) = N3(1 — f) ?ﬁ

Var(Py) = Var(pg) = (1 - £) 202
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Estimation d'un total sur un domaine

On veut estimer le total Ty, (YY) d'une variable Y sur le domaine
Uy. On définit sur U la variable Y9 par :

Y4 =Y sikely

ka = 0 sinon
Alors le total a estimer s'écrit :

T(Y) =Y Y= Yi=Ty(Y)

kel kely
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Estimation d'un total sur un domaine

Un estimateur sans biais de Ty, (Y') est :

A n _
Tu,(Y) = —"Nyd

ou : ZYk

kESd
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Estimation d'un total sur un domaine

Et pour ce qui est de la précision :

. S2 1 -
Var(Ty, (Y)) = N3(1 — f)%d avec S2, = mz (Y8 — vd)?
kel
poa 2 5\2/:1 2 1 d_ d\2
Var(Tz,{d(Y)) =N (1 — f)T avec Syd = mz (.yk -y )
kes

avec

Yd = moyenne de Y9 sur

yd = moyenne de Y9 sur s
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Estimation d'un total sur un domaine

Remarque sur la précision : Si on pose :

Yy=— Z Yx = moyenne de Y sur Uy
keud
52 — : > (e — Yq)* = dispersion de Y sur Uy
d - keUy
alors on a:
- 1 1 I N —Ng.s
2 N 2 d 2
Var(Tud(Y)) ~ Nd (E(nd) - Nd> 1_ j S N_1 Yd

C'est donc la taille (attendue) de I'échantillon dans le domaine qui

est déterminante et non n.
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Estimateur alternatif pour le total

Si on connatt la taille du domaine Ny, un autre estimateur
“naturel” de Ty, (Y) est :

TZH(Y) = Naya

C’est-a-dire que I'on remplace un estimateur sans biais de Ny :
A n N N
Ny = #N par Ny. En général, Zj"f(Y) est préférable a Ty, (Y).
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Estimation de la moyenne sur un domaine

- Ty, (Y
On veut estimer : Yy = MIE(I()' On peut utiliser :
d
s Ty (Y
Yy = L[IL(I() si on connait Ny
d
5 Ta (Y
Yj’t = Z’{iv() = yq que I'on connaisse Ny ou non!
d

Ce dernier estimateur est assez intuitif (plugin!), et est en général
meilleur que le premier.
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Estimation d'un ratio
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Estimation d'un ratio

On cherche a estimer le rapport des totaux (ou des moyennes) de
deux variables X et Y :

T(YY) Y

Attention ! L'estimateur d'Horvitz-Thompson est sans biais quand
on estime un total ou une moyenne.

T(X) _X
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Estimation d'un ratio

On peut utiliser I'estimateur :

<i| X1

Son biais s'écrit :

2
X»
X
|
|
-
|
=
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Précision de |'estimateur du ratio

Son écart quadratique moyen et 'EQM estimé s'écrivent :

Ao 1 f
EQM(R) = —=; (S% + R?S% — 2RSxy)
n
~ ~ 1—f A ~
EQM(R) = (s3 + R?s% — 2Rsxy)

nx?2
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Conclusion sur le SAS

@ Les estimateurs ont une forme simple

@ Ne nécesssite aucune information sur les individus de la base
de sondage

o Est essentiel pour comprendre les plans de sondage plus
complexes

@ Peut permettre d'approximer les plans de sondage plus
complexes
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